
【例1】 在平面直角坐标系 xOy 中，抛物线 y = ax2 + bx + c
（a≠0）经过点O 和点 A(3,3a) ．

（1）求 c 的值，并用含 a 的式子表示 b；

（2）过点 P(t,0) 作 x 轴的垂线，交抛物线于点 M，交直线
y = ax 于点 N．

①若 a = 1，t = 4，求 MN 的长；
②已知在点 P 从点 O 运动到点 B(2a,0) 的过程中，MN 的

长随OP 的长的增大而增大，求 a 的取值范围.
【解析】 本题主要考查用待定系数法求二次函数解析式、二

次函数的图像与性质、二次函数与一次函数的综合应用等知识，
考生解题的关键是运用数形结合和分类讨论的思想分析问题．

（1）分别将 O(0,0) ，A(3,3a) 代入抛物线解析式，即可获得
答案.

将点O(0,0) 代入，抛物线 y = ax2 + bx + c，可得 c = 0 ．
∴该抛物线解析式为 y = ax2 + bx，
将点 A(3,3a) 代入，抛物线 y = ax2 + bx，
可得 3a = 9a + 3b，解得 b = -2a ．
（2）①结合题意，分别确定点M、N 的坐标，即可获得答案.
若 a = 1，则该抛物线及直线解析分别为 y = x2 - 2x，y = x，
当 t = 4 ，可有点 P(4,0) ．如图1，
∵PM⊥ x 轴，∴ xM = xN = 4 ．
将 x = 4 代 入 y = x2 - 2x ，可 得

y = 42 - 2 × 4 = 8，即 M(4,8) ．
将 x = 4 代入 y = x ，可得 y = 4，即

N(4,4) ．
∴MN = 8 - 4 = 4 ．

②先确定 MN = ||at2 - 3at ，再分

a > 0 和 a < 0 两种情况分析求解即可.
当点 P 从点 O 运动到点 B(2a,0)

的过程中，
∵PM⊥ x 轴，P(t,0)，∴ xM = xN = t ．
将 x = t 代 入 y = ax2 - 2ax ，可 得

y = at2 - 2at ，即 M(t,at2 - 2at) ．
将 x = t 代入 y = ax，可得 y = at，即

N(t,at) ．

∴MN = ||at2 - 2at - at = ||at2 - 3at ．

令 MN = 0 ，即 at2 - 3at = 0 ，解得
t = 0 或 t = 3 ．

若 a > 0 ，可有 2a > 0 ，即点 B 在 y

轴右侧，如图2，
当 0 < t3 时，可有 MN = -at2 +3at ，其图像开口向下，对称

轴为 x = 32 ．

若 MN 的长随 OP 的长的增大而
增大，即 MN 的长随 t 的增大而增大．

则 2a 32 ，解得 a 34 ．

当 t > 3 时，可有 MN = at2 - 3at ，

其图像开口向上，对称轴为 x = 32 ，不

符合题意．∴0< a 34 ．

若 a < 0 ，可有 2a < 0 ，即点 B 在 y 轴左侧，如图3，
当 t < 0 时，可有 MN = -at2 + 3at，其图像开口向上，对称轴

为 x = 32 ．

若 MN 的长随 OP 的长的增大而增大，即 MN 的长随 t 的
减小而增大．

则 2a 32 ，解得 a 34 ．∴ a < 0 ．

综上所述，a 的取值范围为 0 < a 34 或 a < 0 ．

【总结】 回顾解答过程，考生可梳理出以下解题思路：
分类讨论——画图辅助（特殊值，画图象）——列线段的函

数关系式——求对称轴——描述增减性——建立不等式——
确定参数的取值范围．

【例 2】 在平面直角坐标系 xOy 中，已知抛物线 y = ax2

-2a2x（a≠0）．
（1）当 a = 1时，求抛物线的顶点坐标；
（2）已知 M(x1,y1) 和 N(x2,y2) 是抛物线上的两点. 若对于

x1 = 3a，3≤ x2 ≤ 4，都有 y1 < y2，求 a 的取值范围．
【解析】 考生可从表示式出发，分类讨论二次函数的开口

方向，并结合二次函数的对称轴分析二次函数的增减性，再画出
草图，尝试分析出抛物线上点与
对称轴的位置关系，利用对称性
将点 M 和 N 转化到对称轴的同
侧，将函数值大小转化为横坐标
的大小，最后建立不等式求出参
数的取值范围．

（1）将 a = 1代入，
得 y = x2 - 2x =(x - 1)2 - 1，
∴顶点坐标为（1，-1）．

（2）∵ x = --2a2

2a = a，
∴对称轴为直线 x = a ．
当 a > 0 时，开口向上，如图4.
当 x a 时，y 随 x 的增大而增大,
当 x < a 时，y 随 x 的增大而减小．
∵ a > 0，∴3a > a ．∴点 A(3a,y1) 在对称轴右侧．
∴点 A(3a,y1) 关于对称轴直线 x = a 的对称点 A′(-a,y1) 在对

称轴左侧．
①当 B 在对称轴直线 x = a 左侧

时，
∵ y1 < y2，∴ x2 < -a ．
∵3 x2  4，∴4<-a ．
∴ a < -4，不符合题意，舍去．
②当 B 在对称轴直线 x = a 右侧

时，如图5,
∵ y1 < y2，∴3a < x2 ．
∴3 x2  4，
∵3a < 3 ．∴ a < 1，∴0< a < 1 ．
当 a < 0 时，开口向下，如图6，
当 x a时，y随 x的增大而减小，
当 x < a时，y随 x的增大而增大．
∵ a < 0，∴3a < a，∴点 A(3a,y1) 在

对称轴左侧，
∴ 点 A(3a,y1) 关 于 对 称 轴 直 线

x = a的对称点 A′(- a,y1)在对称轴右侧．
∵ y1 < y2，∴3a < x2 < -a ．

∵3 x2  4，∴{3a < 3
4 < -a ．

∴ a < -4 .
综上所述：a < - 4 或 0 < a < 1 .
【总结】 回顾解答过程，考生可梳理出以下解题思路：

分类讨论——画图辅助（开口方向，对称轴，点与轴的位置

关系，求出确定位置的这一点的对称点，根据纵坐标大小确定另

一个点的位置）——列关于横坐标的不等式——确定参数的取

值范围．

在二次函数综合问题的解决过程中，考生要坚持“先画图、

再思考”的习惯，让数形结合思想成为解题本能，将几何的直观

与代数的推理相结合，让抽象的符号变得“看得见、摸得着”．

图6

二次函数综合题作为考查代数推理能力的
重要载体，对考生的符号意识、抽象能力、推理能
力与运算能力提出了较高要求。这类题目表述
往往较抽象，考生要准确解读题意，完成抽象符
号、直观图象和代数模型之间的转化．

在作答代数综合题时，考生常会遇到以下
难点：

1.面对含参数较多的题目，难以提取有效信
息与结论，无从下手．

2.遇到含参数且不确定的函数表达式时，无
法通过画图辅助解题，进而使“几何直观助力代
数推理”成为泡影．

3.在解题时，考生运用特殊值进行合情推理
的能力尚可，但普遍缺乏将其一般化、符号化并
完成严谨证明的能力；而对抽象数学语言及字母
进行运算时，考生往往有畏难情绪，这反映出其
思维仍停留在具体运算层面，运用符号进行抽象
表达与推理的能力亟待提升．

为提升解答二次函数综合题的能力，考生在
日常学习中可采取以下方法：

1.数形结合，构建解题思维.在认真分析已知
条件后，考生可从函数表达式入手，分析二次函
数的开口方向、对称轴和增减性；对于较复杂的
问题，则可从特殊到一般，先解决具体数值的问
题，画出函数图象，利用函数图象和性质分析、解
决问题，再推广到含参数的一般情况，对代数综
合问题进行求解．

2.重视反思，提升解题能力.考生要坚持“解
后必反思”，每做完一道题都要问自己“这道题的
关键步骤是什么”“我用了哪些数学思想”，并通
过归纳常见题型的解题技巧，总结解决代数综合
问题的一般思路和策略．
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利用二次函数强化代数推理
北京市朝阳区芳草地国际学校富力分校 陈武

二次函数是“数与代数”知识板块中的重要内容，其学习过程体现了数形结合思想，学生

在学习数与形的转化过程中可大大提升自身的代数推理能力．

聚焦学考方向 明确学习难点

近年来，北京市初中学考数学第 26 题均立

足函数的概念、图象与性质，聚焦二次函数图象

的对称性、函数的增减性，综合考查代数式运算、

代数式的恒等变形、方程、不等式等代数核心知

识。试题强调用数形结合的思想方法研究图形

在运动中的变化规律以及变化中的不变量，并鼓

励考生通过探究熟悉的数学对象产生新发现，同

时引导考生从分析问题入手构建解决问题的思

路与方法．

分析典型试题 总结解题思路

年份

2020

2021

2022

2023

2024

2025

考查内容

由函数值大小求对称轴取
值范围

比较函数值大小

由函数值大小关系，求对
称轴及自变量的取值范围

由函数值大小关系，求对
称轴的取值范围

由函数值大小关系，求对
称轴（参数）的取值范围

考查利用函数模型刻画变
量之间的关系和规律

问题本质

函数值比大小

点的运动所产
生的线段长度
的变化

图1

图2

图3

图4

图5


